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| — Modéle de la répétition d’expériences identiqgue s et
indépendantes a deux ou trois issues

1 — Arbre pondéré

La formulation du programme « répétition d'expéresn identiques et indépendantes a
deux ou trois issues » exprime que les situatiomasagées répondent aux criteres
suivants :

— définition précise d'une expérience aléatoitmjivers associ€ étant composé de deux
ou trois éléments,

— répétition de cette expérience dans des conditjoin garantissent qu'a chaque fQigst
toujours l'univers associé a I'expérience, quelke spit la répétition.

Dans ces conditions l'univers associé r@pétitions de I'expérience est le produit cagtési
QxQx...xQ=Q",

Une introduction par le recours aux situations wigpbabilité permet de justifier les
regles d'utilisation des arbres pondérés lorsque peobabilités considérées sont
rationnelles (on admet qu'il en est de méme paosipdebabilités réelles).

Un exemple pour introduire les régles d'utilisation d’'un arbre pondéré : deux lancers d'un
dé supposé bien équilibré
2° lancer On dénombre toutes les issues qui sont équiprobable

avec un arbre (36 chemins). Puis, si on s'intéresse
seulement a l'apparition du numéro 6, on propose de
simplifier l'arbre en regroupant les branches qui

conduisent a un numéro différent de 6. On calcule
alors grace au modele d'équiprobabilité la prokabil

1

o2 o, .
des différentes issues.
1° lancer
1° lancer 2° lancer
5x5=25
3 5 cas *non 6 cas
*non 6
5 cas 1 cas

6

5 cas eNnon 6
1 cas

1 cas 6

! Ce texte est en partie issu des travaux mende gaoupe chargé
de la rédaction du document ressources « Stagstigprobabilités ».

AAAAM
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Univers associé a un lancer correspondant a I'atpoéprobable Q4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Univers associé a un lancer correspondant a I'aibmplifié : Q, = {non6, 6}.

On peut ensuite construire l'arbre simplifié assa@ctrois lancers du méme dé et calculer
toujours dans le cadre de I'équiprobabilité la philité de quelques issues ou événements.
L'étape suivante est la construction d'un arbred@en Pour plus de commodité, on peut
noter A l'issue « obtenir un numéro 6 » Rtl'issue « ne pas obtenir un numéro 6 ». On
indique alors sur l'arbre les issukst B avec sur chaque branche les probabilités 1/6 et
5/6. Dans ce cas, la réegle du produit pour trodaeprobabilité d’'un chemin se trouve
validée par 'arbre précédent qui lui est batilsunodeéle d’équiprobabilité.

2 — Loi géométrique tronquée
Les situations de répétitions d'une expérienceaatéadans des conditions d'indépendance
constituent un élément fort du programme de preamiér
L'introduction de la loi géométrique tronquée présale nombreux avantages :
— travailler sur des répétitions d'une expérieredernoulli ;
— envisager ces répétitions sous l'angle algordbmi
— présenter une situation d'arbre pour lequel ttegschemins n'ont pas la méme
longueur ;
— exploiter dans un autre cadre les propriétésditss géometriques ;
— exploiter dans un autre cadre des résultatasigrivation.

Une situation d’étude

La probabilité qu’'un atome se désintegre par uhitéemps est 0,07. On décide d'observer
cette désintégration en limitant le temps d’attén1®0 unités de temps.

On peut concevoir un algorithme qui affiche undesde 200 valeurs du temps d'attente
avant la désintégration ainsi que le temps moyettaiite calculé a partir de ces 200
valeurs.

On conviendra de noter O lorsqu'aprés 100 unitésed®s [FROGREAM: TFSATTEH
l'atome n'est pas encore désintégré. On distingus aette ;5“1"*9':'3’:[’1’2'39

o o "y L
situation de la désintégration lors de la1d@ité de temps. :F.;.:«-:H, 1,208
On constate que les temps d’attentes avant désatitéiyg sont, %jﬁ

individuellement, extrémement impreévisibles. Enamshe, la|:[rile A=8 =t K<

moyenne sur 200 expériences est relativement stakde des|194

valeurs autour de 13, 14 ou 15. Il est donc sauﬁedntéressanté??&é”b’"ﬁléat""a'

d'étudier de plus prés la loi de la variable aléate temps |z E+1+kK

d'attente ». On montrera que l'espérance de cedt@able End
- . If A=A

aléatoire est environ 14,2.

: 2
TA*L1CH2
L1 iz _iz___1| [FromTPSATTEN Elcs
{ 13,813 3L CHD
1 Fait. :
3 15, 98 :End
i Fait =End ‘L
Eh 15.275 i U1=sF moYenhne 1
Fait 3
Liczom =15 [ ]

Définition
Soitp un réel de l'intervalle ]0, 1[ eétun entier naturel non nul. On considére I'expé&een
aléatoire qui consiste a répéter dans des conditdentiques une expériende Bernoulli
de parameétrp avec au maximum répétitions et arrét du processus au premier succe
On appelle loi géométrique tronquée de parametretp la loi de la variable aléatoigé
définie par : « X =0 si aucun succes n'a été obtenu ;

* pour Kk<n, X=Kksile premier succes est obtenu a I'étape
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Loi de la variable X

Déterminons la loi d&.

« X =0 si aucun succeés n'a été obtenu donc avei #dote,P(X = 0) = (1 )"

* Pour K k < n, avec l'arbre, le premier succés est obtenu aﬁpé«ktpour le chemin qui
présente dans l'ordrke € 1) échecs et un succés d'®{X =k) = (1 —p)*~ *p.

n
On vérifie facilement quez P(X =Kk) =1 (exploitation des sommes géométriques)

k=0
Au niveau premiére, il est possible de détermirespkrance de la loi géométrique
tronquée de parameétraset p. Cette activité permet de mobiliser a la fois deirs sur les
suites géométriques et sur la dérivation.
Sans étre exigible, elle peut faire I'objet d'@véail de recherche.

Activité : exploiter les résultats d'analyse

1. Montrer queE(X) = p|_1+ 2(L- p) + 31— p)?---+n(L- p)”'lj. On pose alorg=1 —p et

n
on écrit plus simplementg(X) = p[l+ 29+3g°---+ nq”‘l] = pz kg“?.
k=1
2. Soit f la fonction définie sur ]0, 1[ parf:(X) = 1 +x+x2 + ... +X".
a. Pour tout réek de 10, 1], écriref (X) sous la forme d'un quotient.
b. Vérifier que f est dérivable sur ]0, 1[ et calculer deux expressidifférentes de '(x)
pour tout réek élément de 10, 1[.

n
c. En déduire le calcul de la somma+2x+3x”---+nx"" =>"kx“" pour tout x de
=)
10, 11.

3. CalculerE(X) et vérifier que :E(X) = % [1 - (1 +np)(1 —p)"].

4. Utiliser une calculatrice ou un tableur pour éneetine conjecture sur la limite &¢X)
lorsquen tend vers l'infini.

Il semble que la suite [1 — (1rp)(1 —p)"] admette pour limite 0 quelle que soit la valeur
dep choisie.

La limite deE(X) semble donc étrc—% :

Il — Loi binomiale

1 — Découverte de la loi binomiale et introduction des coefficients binomiaux

Exemple 1 : répétition d'une épreuve de Bernoullid e paramétre p quelconque

On fait tourner la roue de loterie présentée cieon on obtient la
couleur « Bleu » avec une probabilité qui dépendatgle indiqué sur
la figure et qui est notge On obtient donc la couleur « Rouge » av
une probabilité de % p.

On décide de noter S, comme succes, I'éventualaéfleche tombe
sur la zone bleue » et de noter E, comme échgentigalité contraire
c'est-a-dire « la fleche tombe sur la zone rouge ».

1. On répete quatre fois cette épreuve de Bernoallparamétrep.
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Représenter cette répétition par un arbre pondéuatie niveaux.

2. On définit la variable aléatoirg correspondant au nombre de succés obtenus & l'issu
des quatre répétitions.

En utilisant I'arbre, déterminer la probabilité @éegnements suivants :
«X=0»:«X=4d»: «X=1»etkX=2x»

Il faut noter queP(X = 1) et S
P(X =2) s'obtiennent en comptant S < =
les chemins qui conduisent S < S
respectivement a 1 et 2 succes. E <
@) t 4 t lit «1 i 4 =
n note 1 etonliit « 1 parmi 4 » S S
le nombre de chemins qui S < E
conduisent a 1 succes exactement. E < < S
4 E E
Ici, =4. S
(:J < /S < E
4 S
On note(zj et on lit « 2 parmi 4 » / ™~ E < E
le nombre de chemins qui E S
condzlsent a 2 succes exactement. \ _ - S < E
. _ S
Ici, (J 6. ™~ e < -

Exemple 2 [l'arbre pondéré, une

représentation mentale efficace

On décide cette fois de répéter cinq fois cettedmr de Bernoulli et on note toujoda
variable aléatoire correspondant au nombre de sudaenus a l'issue des cing répétitions.
La réalisation de I'arbre pondéré devient fastiskeu

1. Sans réaliser I'arbre mais en s'inspirant de ca déja été fait, déterminer la probabilité
des événementsX=0 » et X =5 ».

2.0n s'intéresse dans cette question a la proladdit'événementX= 2 ».

a. Quelle est la probabilité d'un chemin conduisaetactement deux succes?

b. On note(ZJ et on lit « 2 parmi 5 » le nombre de chemins quiduisent & 2 succes.

e

Il'y a deux fagons d'obtenir 2 succes suivant guderniére étape on obtient un succes ou
un échec.

— Si la derniére étape donne un échec, il faut ¢emies chemins qui au niveau précédent
conduisaient déja a 2 succes. Avec l'arbre déjisée@n sait que 6 chemins sont dans ce
cas.

— Si la derniére étape donne un succes, il fauptentes chemins qui au niveau précédent

conduisaient a un seul succes. Avec l'arbre déjisé on sait que 4 chemins sont dans ce
cas.

En conclusion, & 4 = 10 chemins de l'arbre des 5 répétitions caedtia 2 succes, soit

. . . (5 4 4
avec les notations introduites ; | = + )
2 2 1
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5
Enfin la réponse attendue e§(X = 2) = 10p* (1 —p)® ou P(X = 2) = £2j p?(1- p)°.

Un schéma de Bernoulli associé @aépétitions peut étre représenté par un arbre grénd
qui comporten niveaux.

Par définition la loi binomiale de parametrest p, notée#(n, p), est la loi de la variable

aléatoire X correspondant au nombre de succés dans la répétie n épreuves de

Bernoulli de parameétne.

Coefficients binomiaux

Pour déterminer par exempleXP£ 2), dans le cas d’'un schéma de Bernoulli assiaié
répétitions, on procederait de la méme facon rddoabilité de chaque chemin qui réalise
exactement deux succes esf (p— pJ 2 Il faut ensuite multiplier cette probabilité gar

. L N n
nombre de chemins qui présentent exactement dexwesuCe nombre est n({tezzJ et on

lit « 2 parmi n ». Il peut étre obtenu avec uneualaltrice ou avec un tableur.
Plus généralement :

. . . . . n .
Si n est un entier naturel et lsiest un entier compris entre 0 et n, on r{oﬁ% et on lit «k

parmin » le nombre de chemins qui réalisent exacterkentces dans l'arbrenaniveaux,
associé a un schéma de Bernoulli.

Formule générale de la loi binomiale

La probabilité de chacun des chemins qui réalisgattemenk succés egp* (1 —p)" .
On obtient donc :

Soient un entier naturaeh et un réelp de lintervalle [0, 1].La variable aléatoireX
correspondant au nombre de succes dans la répétdgm épreuves de Bernoulli de
parameétreg suit la loi binomiale(n, p) avec pour tout entidrcompris entre O et :

P(X = K) :(E] ok @-p)™*.

n - . .
Remarque : les nombreEkJ sont souvent appelés les coefficients binomialx. |

interviennent en effet comme coefficients dansoianfile générale ci-dessus mais aussi
dans la formule du bindme de Newton qui donne leelifppement dea(+ b)" pour tous
réelsa etb.

Propriétés des coefficients binomiaux

— symétrie

Le nombre de chemins réalisant< k) succes est aussi le nombre de chemins réaksant
échecs. Par symétrie, on obtient le nombre de aieréalisank succes.

. . . . . n n
Si n est un entier naturel et si k est un entienmas entre O et n, on no{ekj :L kJ .
n_

— formule de Pascal

Il s'agit ici de calculer un coefficient binomiatsocié arf + 1) répétitions a partir des
coefficients calculés sur I'arbre réalisé au niveau

- . . (n+1 : L
Le coefficient binomial K1 donne le nombre de chemins qui réalisent exactemen

(k+ 1) succes.
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Il'y a deux fagons d'obtenik ¢+ 1) succes suivant qu'a la derniere étape on dhtien
succes ou un échec.
— Si la derniére étape donne un échec, il faut ¢emes chemins qui au niveau précédent

conduisaient déja a k1) succes. On sait qAE?HJ chemins sont dans ce cas.

— Si la derniére étape donne un succes, il fauptentes chemins qui au niveau précédent

o . . ) n .
conduisaient a exactemdansucces. On sait q{ekj chemins sont dans ce cas.

n) (n
En conclusion(kj{kﬂJ chemins de l'arbre des € 1) répétitions conduisent R { 1)

succes, d'ou le résultat :
Si n est un entier naturel et & est un entier compris entre 0 et— 1, on note

) o)

2 — Calcul et représentations graphiques

Les moyens de calcul actuels permettent d’obteninecttment les probabilités
P(X =Kk) ouP(X < k), ou la variable aléatoiré suit une loi binomiale, de dresser des tables
de ces valeurs et d’obtenir des représentationFhgraes correspondantes. D’avantage que
les calculs en eux-mémes, l'accent peut étre misl’'eyploitation des tables ou des
graphiques et sur l'interprétation des résultats.

Exemple du calcul de P(X = 16) et de P(X < 16) ou X suit la loi binomiale de paramétres
n=100et p =0,2.

Sur un modéle CASIO, on fait Menu STAT / DIST / BIN Bpd ou Bcd ; sur un modele
Tl (a partir de la TI82 Stats), la procédure esie2h Distrib (ou DISTR) / binomFdp ou
binomPRép (ou binompdf ou binomcdf).

E;Egmlal Ear['::lable E;Egmlal Ear['::lable blﬂl:lr"lFljF": 1EE E 2

Numtmal éag Numtmal éag 162

Save ResiHone Save ResiHone EESESEEE‘E‘E

CHLLC CHLC b 1 r-ll:lr'llFEéF-l: laa E

e e 2. 162 {92IITSa41
|

Images d’écrans CASIO Image d’écran Tl
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Tabulation et illustration sur calculatrice

Sur calculatrice, en utilisant le mode « suite », preut aisément dresser des tables de
probabilités ou de probabilités cumulées (croissgnet les illustrer graphiquement.

Erl"?lp:hi l.'lnarl'-:lp-hz Grarhz e (LT
wMin= PO
cntroBbinomFdecl || 1] neas

utnMin?B iy MEILE

= ic LT LT

ulnMiny= 16 azEE:

= a=1A .
Grarhl GrarhZ Grarhz e LS sTrTTRmRnaaS s
CnMin=a 10 JER

gt BbhinomFRERC || 11 JizEF

186868, 2. 52 E -gﬁggi
einEn 13 | e

A= :

ulnMins= ﬁh KT _
= n=1g& .

Captures d’écrans de calculatrice (modéle T.hpulation et illustration
de la loi binomiale B(100 ; 0,2), probabilités eblpabilités cumulées

Tabulation et illustration sur tableur

Le tableur est I'outil idéal pour tabuler une ldhdmiale et obtenir des représentations
graphiques de qualité. Pour réaliser les tableessous, il suffit d’entrer en B3 la formule
=LOIL.BINOMIALE(A3;100;0,2;FAUX) ,

en C3 la formule =LOI.BINOMIALE(A3;100;0,2;VRAI) puis de recopier vers le bas.

B3 (2 < | =LOLBINOMIALE(A3;100;0,2;FAUX)

A B C D E F G H I J
1 X suit B(100; 0,2)
Z k P(Xx=k) | P(x<=k) X suit B(100; 0,2)
3 0 2,03704E-10 | 2,03704E-10
a 1 5,00259E-09 | 5,29629E-09 012
5 2 6,30208E-08 | 6,83171E-08 o1
6 3 5,1467E-07 | 5,82987E-07
7 4 3,12019E-06 | 3,70317E-06 0,08
8 5 1,49769E-05 | 1,86801E-05
9 6 5,92835E-05 | 7,79636E-05 0,06 —
10 7 0,000199023 | 0,000276987 004
11 8 0,000578411 | 0,000855398
12 9 0,001478163 | 0,002333561 0,02
13 10 0,00336282 | 0,005696381 II|| ||I|.
14 11 0,006878495 | 0,012574876 o j ' j ' !
15 12 0,012753877 | 0,025328753 o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
16 13 0,021583484 | 0,046912237
17 14 0,033531484 | 0,080443721
18 15 0,048061794 | 0,128505515 X suit B(100;0,2)
19 16 0,06383207 | 0,192337585 1
20 17 0,07885138 | 0,271188965 09
21 18 0,030898119 | 0,362087084 08 7
22 19 0,098074286 | 0,46016137 0.7 ’
23 20 0,099300215 | 0,559461585 0.6
24 21 0,094571633 | 0,654033218 035 f ——rixes
25 22 0,084893534 | 0,738932752 04 ,
26 23 0,07198004 | 0,810912792 03 #
27 29 0,05773399 | 0,868646783 02
28 25 0,043877833 | 0,912524615 01
29 26 0,031642668 | 0,944167283 0
30 27 0,021681087 | 0,96584837 o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
31 28 0,014131423 | 0,979979793

Remarque :

Le diagramme des probabilités cumulées est a rapprode celui des fréquences
cumulées, utilisé en seconde, mais ne doit pascétrondu avec la représentation de la
fonction de répartition de la loi binomiale. Cetlerniere est une fonction en escalier, qui
n’est pas au programme.
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lIl — Fluctuations d’échantillonnage et prise de dé  cision

1 — Position du probleme et définition de l'interva lle de fluctuation a 95 %

Position du probléeme

On considére une population dans laquelle on s@pp==

que la proportion d’'un certain caractére psDans les| Hypothese:
situations de prise de décision étudiées en clagsq Proportionp=po?
premiere, on a une idée de la valpyigue pourrait avoir
p, de sorte que I'on formule I'hypothésp = po.

Pour juger de cette hypothése, on préleve, au dhagal
avec remise, un échantillon de taille sur lequel on
observe une fréquendadu caractére.

On rejette I'hypothésp = po lorsque la fréquenceobservée est trop éloignée g dans

un sens ou dans l'autre (pour étre dans la cotéimui programme de seconde, on se situe,
au moins dans un premier temps, dans des casraiaje On choisit de fixer le seuil de
décision de sorte que la probabilité de rejeteypdihése, alors qu'elle est vraie, soit
inférieure a 5 %.

Taillen
Observation :
fréquencef

Un premier exemple

Un médecin de santé publique veut savoir si, danggion, le pourcentage d’habitants
atteints d’hypertension artérielle est égal a lewade 16 % récemment publiée pour des
populations semblables. En notgnia proportion d’hypertendus dans la populatiorsde
région, le médecin formule I'hypothépe= 0,16. Pour vérifier cette hypothése, le médecin
constitue un échantillon de= 100 habitants de la région, dont il détermingdguencef
d’hypertendus (I'échantillon est prélevé au hasatdla population est suffisamment
importante pour considérer qu'il s’agit de tirag@ec remise).

Lorsque la proportion dans la population vgut= 0,16, la variable aléatoir&
correspondant au nombre d’hypertendus observé dandchantillon aléatoire de taille
n = 100, suit la loi binomiale de paramétress 100 et

p = 0,16. On cherche a partager I'intervalle [0,]100 X k P(X<K) =
prend ses valeurs, en trois intervallesgd®; 1], [a, b] et 8 0,0147
[b + 1, 100] de sorte quX prenne ses valeurs dans 9 0,0316
chacun des intervalles extrémes avec une prol@bilit] 10 0,0607
proche de 0,025, sans dépasser cette valeur.

En tabulant les probabilités cumuléleéX < k), pourk 22 0,9572
allant de 0 a 100, il suffit de déterminer le plostit 23 0,9754
entiera tel queP(X < a) > 0,025 et le plus petit entiéer 24 0,9865

tel queP(X < b) > 0,975.
Onlita=9 etb = 23.
La régle de décision est la suivante : si la frégaeobservéd appartient a l'intervalle de

fluctuation a (au moins) 95 OQE} = [0,09 ; 0,23], on considére que I'hypothése rselo
nn

laquelle la proportion d’hypertendus dans la popamaestp = 0,16 n’est pas remise en
guestion et on l'accepte ; sinon, on rejette I'xgse selon laquelle cette proportion vaut
p=0,16.
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Définition de l'intervalle de fluctuation & 95 % dé  terminé dans une situation bilatérale a
I'aide de la loi binomiale

bY

Définition : lintervalle de fluctuation a 95 % d’'une fréquen correspondant a Ia
réalisation, sur un échantillon aléatoire de tailled’'une variable aléatoirX de loi
E,E} défini par :

nn

 aest le plus petit entier tel qi¢X < a) > 0,025 ;
* b est le plus petit entier tel qi¢X < b) > 0,975.

binomiale, est I’intervall{

2 — Détermination de I'intervalle de fluctuation a 95 % a I'aide d’un
algorithme

Le calcul, a I'aide de la loi binomiale, de I'intatle de fluctuation a 95 0/{,2, E} de la
n n

frequence des échantillons aléatoires de tailleorrespondant a la zone d’acceptation
d'une hypothése sur une proportion dans le cadieébal, peut faire I'objet d’'une
recherche d’algorithme.

On peut, par exemple, procéder sur un tableur colammntre I'image d’écran suivante.

A B C D E F G H | J K L M
1 |Intervalle de fluctuation & 95 % d'une fréquence donné par la loi binomiale

2 |n =taille de 'échantillon = proportion supposée dans la population

3 n= 50 w Intervalle classe de seconde : p-1irac(n}= 0,209 p+1irac(n)= 0,491

a

5 k P{X<=k) |recherche a | recherche b Intervalle de fluctuation a environ 95 % (selon la loi binomiale): | 0,22 0,48
6 0 44225610

7 1 1,2349E-08

8 2 1,69426E-07

9 3 1,52271E-06

10 4 1,00848E-05

11 5 5,26002E-05

12 6 0,000223793

13 T 0,000803553

14 8 0,002481512

15 9 0,006697923

16 10 0,016006462

17 11 0,03423297 022

18 12 0,066129359 0,24
19 13 0,116333143 0,26

20 14 018777699 0.28
21 15 0,280104423 03
22 16 0,388855486 032

23 17 0505972015 0,34
24 18 0,621587051 0,36
25 19 0,726436313 038
26 20 0813945121 04
27 21 0,881259589 0,42

28 22 0,929038739 0,44

29 23 0,96035885 0.46

30 24 0,97933161 0.48 0.48
31 25 0,989956356 0,5 0.5
32 26 0,995457334 0,52 0.52
33 27 0,99809028 0,54 0.54
34 28 0.999254853 0.56 0.56

On a entré en B6 la formule =SI(A6<=B$3;LOI.BINOMIE(A6;B$3;D$3;VRAI);"")
pour tabuler les probabilitd¥(X < k) lorsqueX suit la loi binomiale de parametrasetp
entrés en cellules B3 et D3.

On a entré en C6 la formule =SI(B6>0,025;A6/B$3ptur afficher les valeurs detelles
gueP(X < k) dépasse 0,025.

On a entré en D6 la formule =SI(B6>=0,975;A6/B$B;"™) pour afficher les valeurs de
telles queP(X < k) dépasse 0,975.

Ces trois formules ont été recopiées vers le bagquja la ligne 1 006 (l'algorithme
fonctionne pour une valeur maximalerdégale a 1 000).

L'intervalle de fluctuation a 95 % est affiché egllales M5 et N5 contenant les formules
=MIN(C6:C1006) et =MIN(D6:D1006).
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3 — Quelques exemples

Politique dans un pays lointain

MonsieurZ, chef du gouvernement d’'un pays lointain, affirquee 52 % des électeurs |
font confiance. On interroge 100 électeurs au ldagkr population est suffisamme
grande pour considérer gu'’il s’agit de tirages aemise) et on souhaite savoir a partir
guelles fréquences, au seuil de 5 %, on peut metirdoute le pourcentage annoncé
MonsieurZ, dans un sens, ou dans l'autre.

1. On fait I'hypothése que Monsiedrdit vrai et que la 4k0 P(())(élkgg
proportion des électeurs qui lui font confiancesdin a1 00177
population estp = 0,52. Montrer que la variable aléatoire 42 00286
X, correspondant au nombre d’électeurs lui faisant 43 0.0444
confiance dans un échantillon de 100 éelecteurs|esioi

binomiale de paramétres= 100 efp = 0,52. 61 0.9719
2. 0On donne ci-contre un extrait de la table des givdibes 62 0,9827
cumuléed(X < k) ou X suit la loi binomiale de parametre$ 63 0,9897
n=100 etp =0,52. 64 0,9941

a. Déterminera etb tels que :
* aest le plus petit entier tel gi¢X < a) > 0,025 ;
* b est le plus petit entier tel qi¢X < b) > 0,975.

b. Comparer lintervalle de fluctuation a 95 O%EE} ainsi obtenu grace a la |
nn

. . - 1 1
binomiale, avec l'intervalle p———, p+—|.
vn' 4n
3. Enoncer la régle décision permettant de rejeten@u I'nypothésep = 0,52, selon g
valeur de la fréquendedes électeurs favorables a Monsiguwbtenue sur I'échantillon.
4. Sur les 100 électeurs interrogés au hasard, 4ardét avoir confiance en Monsiedr

ui
nt
de
par

Peut-on considérer, au seuil de 5 %, I'affirmati@mMonsieuZ comme exacte ?

Eléments de réponse

2.a.0nlita=42etb = 62.
b. Les intervalles sont identiques.

3. Si f appartient a l'intervalle [0,42 ; 0,62], I'hypod&p = 0,52 est acceptable, sinon,

I'hypothesep = 0,52 est rejetée, au seuil de 5 %.
4. On considere que I'affirmation de Monsieliest exacte.

Remarque : la recherche de lintervalle de fludgarapeut-étre illustrée par le diagramme

en batons de la loi binomiale de paramétresl00 etp = 0,52.

0,09

0,08 intervatte de fluctuation
0,07
o066 —m—————————————————————— HHH
o0 +—m—————————— HHHH
004 —m————————————————— HHHH
0,03 —mmm————  HHHHHH

Probabilités

0,02 zone de rejet [[[{TTTTTHTT Zone de rejet

0,01 (moins-de 2,5 %) 31 —(moinsde 2,5%)

0 III IIII

0] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Fréquence observée f
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Discrimination

En Novembre 1976 dans un comté du sud du Texagjdgeddartida est condamné a huit

ans de prison. Il attaque ce jugement au motiflguisignation des jurés de ce comté |est,
selon lui, discriminante a I'égard des Américairmrigine mexicaine. Alors que 80 e
la population du comté est d’origine mexicaine, ®s 870 personnes convoquées pour
étre jurés lors des années préecédentes, il n’youe839 personnes d’origine mexicaine|
Devant la Cour Supréme, un expert statisticien ygtates arguments pour convaincre |du
bien fondé de la requéte de l'accusé. En vousrditans le réle de cet expert, utilisez la
loi binomiale pour montrer que la sous-représematies américains d’origine mexicaine
dans les jurys de ce comté est « significative ».

Eléments de réponse

On suppose que les 870 jurés sont tirés au sost ldgmopulation du comté (la population
étant trés importante, on peut considérer qu’ibis’de tirages avec remise). Sous cette
hypothese, la variable aléatoecorrespondant au nombre de jurés d’origine mexécai
suit la loi binomiale de parametres 870 etp = 0,8.

On peut alors rechercher l'intervalle de fluctuatéo95 % correspondant.

Une tabulation de la loi binomiale de parametres 870 etp = 0,8 fournit les résultats
suivants :

K P(X<K) frequencek /n
672 0,0245 0,772
673 0,0296 0,774
718 0,9733 0,825
719 0,9783 0,826

L’intervalle de fluctuation a 95 % de la fréquenles jurés d’origine mexicaine est :
[0,774 : 0,826].
339

La fréquence observée ekt a7¢ = 0,39. Cette valeur ne se situe pas dans l'intkrvid

fluctuation. La différence est significative etyfpothese selon laquelle les jurés sont tirés
au hasard est rejetée.
De fait, I'accusé a obtenu gain de cause et ae@i§é& par un autre jury.

Sécurité au carrefour

Un groupe de citoyens demande a la municipaliténel'wille la modification d'un
carrefour en affirmant que 40 % des automobilistesnent en utilisant une mauvaise fil
Un officier de police constate que sur 500 voitupeises au hasard, 190 prennent une
mauvaise file.

1. Déterminer, en utilisant la loi binomiale sousyplethésep = 0,4, l'intervalle de
fluctuation a 95 %.

2. D’apres I'échantillon, peut-on considérer, au kdei5 %, comme exacte I'affirmatign
du groupe de citoyens ?

11}

Eléments de réponse
1.[0,358 ; 0,444].
2. f=0,38. L'affirmation est considérée comme exacte.
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Carte de controle

Dans l'industrie automobile, certains véhiculeggadeur passage en peinture, présentent
un défaut de type «grains ponctuels ». Ce défaufpratiquement imperceptible, mais
constitue un témoin de la qualité du processusddpe.
Lorsque le processus est « sous contrdle », 20%ajets produits ont ce type de défaut.
Des modifications apportées au processus de falbricaont susceptibles de modifier [ce
pourcentage, dans un sens ou dans l'autre.
On contrdle la production en prélevant des écHansilden = 50 capots. La production est
suffisamment importante pour considérer qu'’il Salg tirages au hasard avec remise.
On choisit de fixer le seuil de décision de soue tp probabilité de rejeter I'hypothese
tort soit inférieure a 5 %.

On accepte I'hypothese selon laquelle la propordians la production ept= 0,2, lorsque
la fréquencd observée sur I'échantillon se situe dans l'intdevde fluctuation a plus de
95 % correspondant au complémentaire de la zonejete
Les « limites de contrdle » sont les bornes dedivalle de fluctuation a 95 %, calculées
en considérant la variable aléatoXecorrespondant au nombre de capots présentant le
défaut sur un échantillon de taille 50. Sous I'ityésep = 0,2, cette variable aléatoire sit

la loi binomiale de parametres= 50 etp = 0,2.
1. Calculer les limites de contrdle.

2. Simuler le fonctionnement de cette carte de ctmtlérsque le processus est sous
contrdle.
3. Le processus est sous contrble, quelle est laapiiilé de commettre une erreur de
décision a partir d’'un échantillon ?

4*2, La proportion de capots présentant le défaut tapsoduction esp = 0,3. Quelle es
la probabilité de commettre une erreur de décigipartir d'un échantillon ?

D
m;

—

Eléments de réponse

1. Les limites de contréle sont 0,1 et 0,32 corredpoh a des effectifs de 5 et 16 capots
présentant le défaut.

2' | B4 (2 £ | =ENT(ALEA{)+$CS1)
A B Cc D E F G H J K
1 |[n=50 p=02
2
il rang échantillon 1|échantillon 2|échantillon 3|échantillon 4| échantillon 5| échantillon & [ échantillon 7| échantillon 8 | échantillon 9 |échantillon 10
4 1 0 0
5 2 0 0 1 1 0 0 0 0 0
6 3 0 0 0
7 4 0 0 1
8 5 1| 04 0 0
9 6 0 0 0
10 7 1 0 0
11 8 0 1 0
12 9 0 03 0 0
13 10 0 0 1
1wl N 0 * . . 0 1
15 12 0 . N 0 1
16 13 0 02 0 0
17 14 0 + +* 0 0
18 15 1 0 0
19 16 0 * * 1 0
20 17 0] o1 0 [
21 18 0 0 0
22 19 0 . 0 1
23 20 0 0 0
24 21 0 0 . 0 0
25 22 0 0 1
26 7 1 0 2 4 6 8 10 0 0
27 24 0 1 0
28 25 0 T T T T T U T U T U T U T T 0 1
29 26 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 1 | 0 0 0
an 27 n | n | n | n | n | n | n | n n n

2 Cette question, de réflexion, n’est pas un attehdprogramme.
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3. Si X suit la loi binomiale de parametras= 50 etp = 0,2, on &P(X < 4) = 0,0185 et
P(X = 17) = 0,0144. La probabilité de commettre une erreudélgsion lorsque = 0,2
correspond a la probabilité de la zone de rejetesniiron 3,3 %.

4. La probabilité d’erreur, avec un seul échantillestP(5 < X < 16) ouX suit la loi
binomiale de parameétres= 50 etp = 0,3. On trouve environ 68,4 %.

Remarque :

Il est difficile de distinguemp = 0,2 etp = 0,3 sur un seul échantillon de taille 50. La
procédure de décision a tendance a étre « conseevatet privilégie I'hnypothesp = 0,2
qui n'est rejetée que si la difference observéegedement significative.

Gauchers

Dans le monde, la proportion de gauchers est 12 %.
Soitn le nombre d’éleves dans votre classe.

1. Déterminer, a l'aide de la loi binomiale, I'intele de fluctuation a 95 % de |a
fréquence des gauchers sur un échantillon aléateitaillen.

2. Votre classe est-elle « représentative » de lpgrtion de gauchers dans le monde ?

Eléments de réponse

1. En prenann = 30, l'intervalle de fluctuation a 95 % est [03030,233] (entre 1 et 7
gauchers).

En prenanh = 25, l'intervalle de fluctuation a 95 % est [0,24] (entre O et 6 gauchers).

4 — Comparaison de lintervalle de fluctuation de premiere avec l'intervalle

de fluctuation exploité en classe de seconde

On consideére une population ou la fréquence d’'uvactare esp, dans laquelle on préléve,
au hasard et avec remise, un échantillon de taille

La variable aléatoireX correspondant au nombre d’observations du caeacear un
échantillon suit la loi binomiale de parametnest p.

ab
n'n
échantillon de taillen, oua est le plus petit entier tel qURéX < a) > 0,025 eb est le plus
petit entier tel qu®(X < b) > 0,975.

Le programme des classes de premiéres S, ES eDSHT2, demande de comparer, pour
une taille de I'échantillon importante, cet intdlgaavec l'intervalle de fluctuation

{p_i p+L
vn'" n

simple, résulte d’'une double approximation.

D’une part, le théoréme de de Moivre - Laplace mrdiapprocher la loi de la variable

On peut calculer I’intervall% } de fluctuation a 95 % de la fréquence observéaisur

} exploité en classe de seconde. Cet intervallet, Itexpression est plus

aléatoireF = — X, correspondant a la fréquence observée sur umittrade taillen, par
n

la loi normale de moyenneet d’écart typ @ En pratiqud cette approximation

est possible dées que= 30,nx p=5 etn x (1 —p) = 5. Les propriétés de la loi normale
permettent alors d’affirmer que la variable aléa&®i prend ses valeurs dans l'intervalle

centré sup et de rayon 1,98 ,/@ avec une probabilité égale a 0,95.

3|l s’agit de critéres empiriques dont la pertinedépend du domaine d’application.



Inter-académiques POITIERS 30/11 et 01/12/2010eli¢ktn°2 14

D’autre part, la majoration du polynérpgl —p) par% et de la valeur 1,96 par 2, permet

: : 1 : :
de majorer le rayon de l'intervalle p&\/&. Cette majoration augmente la longueur de
n

l'intervalle et donc la probabilité pour la varieldléatoire= d’y prendre ses valeurs. Dans
la pratique, la majoration du polynémégl —p) est raisonnable lorsqyeest compris entre
0,2 et0,8.

Il s’agit, en classe de premiére, d'utiliser I'aliome de calcul, a l'aide de la loi

. . . o b
binomiale, de l'intervalle de fluctuation & 95 E@—} pour comparer ses bornes avec
nn

celles de I’intervalle{p—i p+i
Jn'" n )

Etude pour des échantillons de taille  n =30

Pourn = 30, on observe que l'intervalle de fluctuati%%,E

} est sensiblement le méme
n n

que I’intervalle{ p —%, p +%} lorsquep est compris entre 0,25 et 0,75.
n n

n= 30

p 0 |0,05/0,10,15|0,210,25/0,30,35/0,4 0,45/ 0,5 0,55/ 0,6 0,65/ 0,7 0,75/ 0,8 [0,85/ 0,9 [0,95] 1
a/n 0| 0| 0 |0030,070,10,130,20,230,270,330,370,430,470,53/ 0,6 0,63/ 0,7 [0,77/0,87| 1
b/n 0 |0,13|0,23| 0,3 |0,37/0,4 0,47/0,53/0,57/0,63/0,67|0,73/0,77/0,8 [0,87/0,9(0,930,97 1 | 1 | 1

p — 1/rac(30) [-0,18-0,13-0,08-0,030,02/0,07|0,12(0,17|0,22/0,27|0,32(0,37/0,42(0,47|0,52/0,57/0,62/0,67|0,72/0,77/0,82

p + 1/rac(30) (0,18|0,23|0,28|0,33|0,38/0,43/0,48/0,53/0,58/0,63/0,68/0,73(0,78/0,83(0,88/0,93/0,98/1,03(1,08]1,13(1,18

Intervalle de fluctuation a 95 % pour des échantill  ons de taille 30

o T ] /, ¢

| | | | ’ | |

N O A (R S A L% - | e |
P

@ 08 | | I + | i
e e S /
o 7 | | | 'S |
I I I I

£ os N a oA ¢ an
- o5l T7777T777}'47777"7777’7773%777T7777T77 ¢ bin
g 0'4 | ; ! ; // ; ; —p - 1/rac(30)
c ’ I I I I
03) 03 s I I 4 I I p + 1/rac(30)
D- 1 v T U
I O i S S e
L ) I I I I

01| ¢ / -

Voo o &~ o i

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Proportion p dans la population
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Etude pour des échantillons de taille  n =100

Pourn = 100, on observe que l'intervalle de fluctuat[e%,g} est sensiblement le méme
nn

que I’intervalle{ } lorsquep est compris entre 0,15 et 0,85.

ool oL
W

n= 100

p 0 |0,05/0,10,15/0,2 |0,25/0,3 |0,35/0,4 |0,45|0,5 [0,55| 0,6 (0,65| 0,7 |0,75{ 0,8 |0,85| 0,9 0,95
a/n 0 |0,01/0,05/0,08/0,12/0,17/0,21/0,26/0,31(0,35| 0,4 (0,45| 0,5 (0,56|0,61(0,66|0,72(0,78/0,84( 0,9
b/n 0 | 0,1 0,16(0,22(0,28(0,34(0,39(0,44 0,5 (0,55| 0,6 |0,65(0,69(0,74(0,79/0,83|0,88/0,92/0,950,99| 1

p — 1/rac(100) (-0,1}-0,05 0 [0,05|0,1 |0,15|0,2 |0,25| 0,3 |0,35| 0,4 |0,45| 0,5 |0,55| 0,6 |0,65| 0,7 (0,75| 0,8 [0,85| 0,9

p + 1/rac(100) |0,1|0,15| 0,2 |0,25| 0,3 |0,35| 0,4 |0,45| 0,5 0,55 0,6 |0,65| 0,7 |0,75| 0,8 |0,85| 0,9 10,95 1 |1,05|1,1

Intervalle de fluctuation a 95 % pour des échantill  ons de taille 100

¢ an

¢ bin
—p - 1/rac(100)
p + 1/rac(100)

Fréquence f observée

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Proportion p dans la population

Etude pour des échantillons de taille  n =1 000

Pourn = 1000, on observe que l'intervalle de fluctuati%%,ﬂ est sensiblement le
R . 1 1 :

méme que l'intervalle p——, p+——| lorsquep est compris entre 0,05 et 0,95.

fandtaed
n= 1000
p 0 [0,05/0,1/0,15/0,2 |0,25(0,3 0,35/ 0,4 [0,45( 0,5 [0,55| 0,6 |0,65| 0,7 0,75/ 0,8{0,85| 0,9 [0,95| 1
ain 0 [0,0400,08/0,13/0,18/0,22(0,270,32/0,37|0,42(0,47|0,520,57|0,62/0,67/0,72|0,78/0,83(0,88(0,94| 1
b/n 0 [0,06/0,12/0,17|0,23(0,28/0,33(0,38/0,43(0,48(0,53(0,58)0,63|0,68/0,73(0,78(0,820,87|0,92(0,96| 1
p — 1/rac(1000)|-0,030,02/0,07/0,12/0,17|0,22(0,27|0,32/0,37|0,42/0,47|0,52/0,57|0,620,67/0,720,770,82(0,87|0,92(0,97

p + 1/rac(1000)|0,03/0,08/0,13/0,180,23/0,28(0,33/0,38|0,43/0,480,53/0,58/0,63|0,68/0,73/0,78(0,83/0,88(0,93|0,98|1,03
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ons de taille 1 000

Intervalle de fluctuation a 95 % pour des échantill
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Proportion p dans la population
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5 — Approfondissement : étude d’une situation unila térale

L'activité suivante est inspiréede présentations pédagogiques effectuées, pour des
physiciens, par Alain VIVIER, responsable pédagogid 'INSTN, institut dépendant du
Commissariat a I'énergie atomique a Saclay. Comvaide I'intérét pédagogique des
expérimentations sur tableur, Alain VIVIER déclare pour ma part je n'aurais jamais
approfondi ces aspects [de statistique et prol@jfjiindispensables en physique, sans cet
outil [le tableur]. Cela m'a été utile non seuleimgour des aspects enseignements, mais
aussi de recherche (notamment dans le domaine glelléématique du seuil de décision,
qui peut s'avérer parfois difficile) ».

Une activité sur le theme de la radioactivité, ¢stasit a rechercher un seuil de différence
significative & I'aide de la loi binomidlepeut se présenter comme suit.

On mesure en laboratoire, avec un compteur Geigegbjet pouvant étre « radioactif|».
Le compteur est réglé selon une certaine sensitgtiton effectue une mesure a un metre
de I'objet, pendant dix secondes. L’instrument ctemp/ désintégrations ou « coups ».
Cependant, avec ce réglage et dans ces conditioes,mesure de « bruit de fond »
(correspondant a I'environnement du laboratoire)ndoen moyenne un comptage de| 30
coups. La question qui se pose est de savoirdiffrence observée est assez importante
pour considérer I'objet comme « radioactif ».
On suppose que dans le laboratoire, durant chagpt@me de seconde, le compteur |est
aléatoirement susceptible de compter un coup di¢ deufond avec une probabilité 0,03,
ce que I'on simulera a I'aide d’un tableur avendtruction =ENT(ALEA()+0,03).
1. Simuler en colonne A un comptage de bruit de fpaxdant 10 secondes, puis recopier
vers la droite pour obtenir la simulation de 10hptages.
2. Calculer la moyenne des 100 comptages simulésellesproche de 30 coups ? (Faire
F9 pour obtenir d’autres simulations.)

3. Un comptage supérieur ou égal a 37 coups vousleédrilexceptionnel ?

4. Déterminer les paramétraset p de la loi binomiale suivie par la variable alésoX
modélisant un comptage de bruit de fond.

5. Sur une nouvelle feuille, calculer une table fagsantP(X < k) pourk allant de 0 a
1 000.
6. On considérera qu'il y a radioactivité (comptagagnificatif ») a partir d’'un comptage
deN + 1 coups, olN est le plus petit entier tel queP(X < N) > 0,95.

a. Déterminer la valeur dd.

b. Contréler la valeur d&l obtenue en vérifiant qu’environ 95 % des comptasjesilés
(en moyenne) sont inférieurs ou égauX @utiliser la fonction NB.SI et faire plusieurs $g
F9).
c. Un comptage de 37 coups est-il « significatif @l est le comptage minimal a partir
duquel on considére qu’il y a une radioactiviténgfigative ?
d. Quelle est la probabilité de commettre I'erreuvante : on considéere que le comptage
est « significatif » alors que c’est un bruit daddil n’y a pas de radioactivite) ?

* Avec I'aimable autorisation de Monsieur Alain \é¥.
® Institut national des sciences et techniques Rirelé.
® Le comptage du nombre de désintégrations duraimtervalle de temps donné suit, a priori, uned@iPoisson

de parameétré.. Cependant, la loi binomiale de paramétnest p (beaucoup plus facile a simuler) est, sous
certaines conditions, proche de la loi de Poissopatamétra = n x p. C’est le cas ici.



