Algorithmique et Suites programme de première 2011
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Objectifs : découvrir les  principaux algorithmes d’obtention de suites, illustrer graphiquement, comparer des croissances, atteindre des seuils, faire émerger la notion de limite. La version numérique de ce document est agrémentée de liens vers internet .
Exercice 1 : coût moyen

Cette première activité vise à observer  les valeurs d’une suite du type  [image: image2.png]up = f(n



), et à faire pressentir la notion de limite.

Une entreprise fabrique des tablettes tactiles. Il a fallu investir 950 000 €  en recherche et mise en place de l’unité de production. Ceci étant fait,  la fabrication de chaque tablette engendre une dépense supplémentaire de 80 euros. 

On note [image: image4.png]


 le nombre de tablettes fabriquées, et [image: image6.png]


le coût total de fabrication de ces[image: image8.png]


 tablettes.

1) Calculer [image: image10.png]


 , [image: image12.png]


   [image: image14.png]


,  et plus généralement calculer [image: image16.png]


 en fonction de [image: image18.png]



2) On note [image: image20.png]


 le coût moyen de fabrication de [image: image22.png]


 tablettes : calculer [image: image24.png]


 en fonction de [image: image26.png]


. Donner [image: image28.png]fi



 , [image: image30.png]fio



   [image: image32.png]fiooooo



.

3) Ecrire un algorithme qui permet de fournir la valeur de [image: image34.png]


, lorsque l’on connait la valeur de [image: image36.png]



4) Modifier l’algorithme pour obtenir la représentation graphique de la suite [image: image38.png]()



 pour [image: image40.png]


 compris entre 1 et N, où N désigne un entier naturel choisi par l’utilisateur du programme. Programmer cet algorithme.
5) Quelle conjecture peut-on faire sur les valeurs de [image: image42.png]


 lorsque [image: image44.png]


 prend des valeurs de plus en plus grandes ?
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Exercice 2 : Comparaison de croissances  
On peut aussi consulter une animation sur Planète Maths concernant la propagation d’un clip sur internet.
Ce deuxième exercice peut se situer juste après avoir défini les suites arithmétiques et géométriques. Elle conduit à une inéquation que l’on ne peut pas résoudre algébriquement, seule une exploration numérique, par exemple avec un tableur ou un algorithme donne la solution.

1. Un pays A comptait dix millions d’habitants en l’an 2000. Depuis chaque année sa population augmente de  500 000 habitants. 

Calculer le nombre [image: image46.png]


 de millions d’habitants en fonction du nombre[image: image48.png]


 d’années écoulées depuis l’an 2000   ([image: image50.png]


= 10) .  
2. Un pays B voisin de A compte cinq millions d’habitants. Chaque année sa population augmente de 3%  (autrement dit, il y a 3% d’habitants de plus, par rapport à l’année précédente).
a. Combien y aura-t-il d’habitants dans B en 2001 ?  En 2002 ?
b.  Calculer le nombre [image: image52.png]


 de millions d’habitants en fonction du nombre[image: image54.png]


 d’années écoulées depuis l’an 2000   ([image: image56.png]


= 5) . Vérifier le résultat avec l’année 2002 ? 
3. Ecrire un algorithme qui permet d’afficher le nombre de millions d’habitants de chaque pays selon la valeur de [image: image58.png]


 choisie par l’utilisateur.

4. Modifier l’algorithme pour obtenir la représentation graphique des suites [image: image60.png](xn)



  et [image: image62.png](V)



  pour [image: image64.png]


 compris entre 1 et N, où N désigne un entier naturel choisi par l’utilisateur du programme. Programmer cet algorithme.

5. Modifier l’algorithme pour qu’il calcule la plus petite valeur de [image: image66.png]


 telle que la population de B dépasse celle de A.


Exercice 3 : Les coccinelles
          On sait tous qu’il y a des années à coccinelles et d’autres sans !

Cette exercice vise à observer l’évolution d’un phénomène modélisé par une suite récurrente simple,  du type   [image: image68.png]Upey = fltp



), avec [image: image70.png]


donné. Elle est inspirée de l’exercice 18 de la banque nationale 2004 d’exercices pour la série S. 
On peut croiser les constructions graphiques de suites récurrentes (fournir la courbe de f),  et les observations numériques obtenues à l’aide d'algorithmes ou de tableur. 
Les objectifs sont 

· L’obtention des valeurs d’une suite récurrente

· Une approche quantifiée de la notion de limite,  avec la notion de seuil.
On se propose d´étudier l’évolution d’une population de coccinelles à l’aide d’un modèle utilisant la fonction numérique [image: image72.png]


définie par [image: image74.png]flx) = kx(1—x)



,  [image: image76.png]


étant un paramètre qui dépend de l’environnement (k ∈ R).  Dans le modèle choisi, on admet que le nombre des coccinelles reste inférieur à un million.

L’effectif des coccinelles, exprimé en millions d’individus, est approché pour l’année [image: image78.png]


 par un nombre réel[image: image80.png]


, avec [image: image82.png]


compris entre 0 et 1. Par exemple, si pour l’année zéro il y a 300 000 coccinelles, on prendra [image: image84.png]


 = 0,3.

On admet que l’évolution d’une année sur l’autre obéit à la relation [image: image86.png]Uney = fltun)



, [image: image88.png]


 étant la fonction définie ci-dessus.

Le but de l’exercice est d´étudier le comportement de la suite [image: image90.png]()



 pour différentes valeurs de la population initiale [image: image92.png]


 et du paramètre k.

On suppose que [image: image94.png]


 = 0,4 et k=1 

a.  représenter graphiquement  les premiers termes de la suite.

b. Quelles conjectures peut-on faire sur son comportement ?

c.   Ecrire un algorithme qui permet d'obtenir le nième terme de la suite [image: image96.png](up)




d. On admet que la suite est décroissante et garde des valeurs positives. 

 p désigne un entier naturel non nul, que l’on peut choisir. 
Ecrire un algorithme qui donne en fonction de p, la plus petite valeur [image: image98.png]


 telle que  pour tout [image: image100.png]


 supérieur à [image: image102.png]


 , [image: image104.png]up < 1077




e. Application : avec ce modèle, en combien d’années, ne resterait-il plus qu’une seule coccinelle ?

· On peut poursuivre l’exploration avec les cas moins pessimistes :   [image: image106.png]


 = 0,3 et k=1,8  puis   [image: image108.png]


 =0.8 et k=3.2  et poser le même type de questions.
· Pour aller plus loin, on peut faire varier k et étudier son influence.  consulter l’article de Wikipédia concernant ces suites, et  découvrir la notion de chaos et d’attracteur.
· Pour la beauté du graphisme, on peut consulter les fractales de  Lyapunov         

Exercice 4 : toujours plus haut!
Objectif : étudier des suites définies par des sommes, dépassements de seuils
La première situation peut aussi servir à montrer les limites du tableur.
Nicolo s’est retrouvé enfermé dans une  pièce qui n’a que pour seule issue une fenêtre située en hauteur. Précisément, il lui manque 20 cm pour atteindre la fenêtre.

Première situation : mousse magique

Nicolo dispose de plaques de mousse magique : à chaque fois qu’il les  entasse et qu’il monte dessus, les plaques du dessous se tassent de plus en plus :

L’unité étant le cm, s’il ne monte que sur une plaque : l’épaisseur est de 1.

S’il en met deux, celle du dessus mesure [image: image110.png]


 cm, mais la deuxième   [image: image112.png]


  cm, donc au total il s’élève de  [image: image114.png]


.  S’il en met trois, il s’élève de  [image: image116.png]


.  

Plus généralement si [image: image118.png]


désigne un entier naturel non nul, avec  [image: image120.png]


plaques, il s’élèvera  de  [image: image122.png]U= 14545+ 4



.  

           En utilisant un algorithme puis un programme, déterminer le nombre de plaques nécessaires à Nicolo pour atteindre la fenêtre.
Selon le langage de programmation utilisé, on pourra tester le programme avec des petites valeurs, par exemple s’il manquait à Nicolas 2 cm, puis 5 cm, puis 10 cm…
Deuxième situation : feuille repliée

Nicolo dispose maintenant d’une très grande feuille d’épaisseur  0,1 mm (il n’utilise plus de mousse). Il plie la feuille en deux, puis la replie sur elle-même pour obtenir quatre épaisseurs, puis encore pour obtenir 8 épaisseurs, etc. 
     Il se dit qu’avec 50 replis successifs, cela devrait suffire, qu’en pensez-vous?

On pourra noter [image: image124.png]


la hauteur obtenue après [image: image126.png]


 replis, [image: image128.png]


,  [image: image130.png]


 , [image: image132.png]


   etc,  et utiliser un programme pour calculer la plus petite valeur nécessaire pour atteindre 20. Que vaut [image: image134.png]


?


Exercice 5 :Prolifération de lapins, la suite de Fibonacci 
Objectifs : Programmation d’une suite récurrente double.
Dépassement de seuils, observation de convergence.

Pour aller plus loin : approximation par une suite géométrique.

Après une introduction historique de la suite de Fibonacci (1175-1250), par exemple dans l’ activité consultable ici  on peut être amené à répondre à des problèmes de franchissement de seuils, ou d’approche de limite. 

Rappel : cette suite est définie par [image: image136.png]fi=f=1



  
et pour tout [image: image138.png]neM\{0} fi.o




.

[image: image140.png]


 représente le nombre de couples de lapins obtenus au bout de [image: image142.png]


 mois.

1. Calculer sans machine les dix premiers termes de la suite. 

2. Ecrire un algorithme de calcul de [image: image144.png]


, [image: image146.png]


 étant choisi par l’utilisateur.
3. Ecrire un algorithme qui permet de déterminer la plus petite valeur de [image: image148.png]


 telle que 

[image: image150.png]


 dépasse  100 000 000. Interpréter le résultat. 
4. Approfondissement 
a. On observe la suite [image: image152.png](qn)



 définie pour  tout [image: image154.png]n € N\ {0}



 par  [image: image156.png]an
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 .

Modifier un des algorithmes précédents pour obtenir  la valeur de [image: image158.png]Gn



   , [image: image160.png]


 étant choisi par l’utilisateur. Quelles conjectures peut-on faire sur la suite [image: image162.png](qn)



 ?
b. On admet que pour de très grandes valeurs de [image: image164.png]


, la suite de Fibonacci est très proche d’une suite géométrique qui a pour raison le nombre d'or, noté [image: image166.png]


. 
A l’aide d’une exploration numérique, déterminer une valeur plausible du réel [image: image168.png]


 tel que lorsque [image: image170.png]


 est grand, une approximation de [image: image172.png]


 soit  [image: image174.png]ko'



. Comparer les résultats obtenus dans le cas de la question 3.

Pour mémoire : la valeur exacte de [image: image176.png]



· Pour aller plus loin 2 : Calculer les [image: image178.png]


 de façon récursive, comparer l’efficacité de cet algorithme avec l’algorithme de la question 2. Voir le programme.

Exercice 6 : des lapins et des lynx, modélisation de lotka-Volterra (1925-1926)
Objectifs : observations d’évolutions à l’aide de suites récurrentes croisées du  type :

                           [image: image180.png]{"-m = f(Un.va)
g(unvy)




  ,   avec [image: image182.png]


 et [image: image184.png]


 donnés

Modélisation d’un phénomène d’évolution : 

Dans un milieu clos mais prospère,   la population de lapins augmente de façon gênante, les récoltes sont mises à mal, et l’on décide d’utiliser des prédateurs pour régulariser la prolifération des lapins : on introduit par exemple des lynx.

   Comme il y a beaucoup de nourriture pour les lynx, leur population grandit très vite, mais du coup les lapins se font plus rares, la population de lynx diminue, la prolifération des lapins repart…

 On note [image: image186.png]


 le nombre de lapins présents après n mois d’observation, et [image: image188.png]


 celui des lynx. 
Au début de l’observation au suppose que [image: image190.png]


  et [image: image192.png]


 , l’unité étant  le million d’animaux. 

  De plus, pour tout [image: image194.png]n € N\{0},



       [image: image196.png]Un + aup —bunvy
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,

  où [image: image198.png]a,b,c



 et [image: image200.png]


 sont des coefficients fixés.
1. Ecrire un algorithme qui permet de calculer [image: image202.png]


 et [image: image204.png]


, où le nombre [image: image206.png]


est choisi par l’utilisateur.

2. Programmer l’algorithme dans un langage de programmation. On prendra :

[image: image208.png]


   [image: image210.png]b = 0,0092;




  [image: image212.png]0,00522




 et [image: image214.png]d = 0,0095



.

Compléter le tableau de valeurs :

	[image: image215.png]



	10
	100
	200
	400
	600
	800
	1000

	[image: image216.png]
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3. Pour mieux visualiser  l’évolution des populations, modifier le programme précédent pour représenter les points  [image: image219.png]My, (i vy)



, pour  [image: image221.png]


 compris entre 1 et 1000. Commenter le graphique.
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