OLYMPIADES ACADEMIQUES DE MATHEMATIQUES
SESSION 2014

Académie de Grenoble

CLASSES DE PREMIERE Durée 4 heures

Les quatre exercices sont indépendants. Les calculatrices sont autorisées.

Les exercices n° 1,2,3 et 4 seront traités par les éléves des sections autres que S et STI.
Les exercices n° 1,2,3 et 5 seront traités par les éléves des sections S et STL.

EXERCICE NATIONAL 1 : FIGURES EQUILIBREES

figure ci-contre est constituée d’un ensemble de droites (ici, 6 droites) et
de points marqués (ici, 8 points).

Elle posséde la propriété suivante :

Sur chacune de ces droites, il y a exactement trois points marqués.

Une figure vérifiant cette propriété est dite équilibrée.

VAN

1. Construire une figure équilibrée constituée :
a) de 7 points marqués et 5 droites ;
b) de 9 points marqués et 8 droites.

Dans la suite, on considére une figure équilibrée comportant p points marqués qu’on a numérotés par les
entiers de 1 a p.

Cette numérotation est alors dite magique s’il existe un entier K, tel que la somme des trois entiers
(correspondant a la numérotation des points marqués) de chaque droite de la figure est égale a K. Cet
entier K est appelé constante magique de la numérotation.

2. Voici par exemple une figure équilibrée (avec 2 droites et 5 points marqués) ayant plusieurs
numérotations magiques :

K=28

Trouver une numérotation de cette figure qui ne soit pas magique.
Trouver une numérotation magique de cette figure dont la constante magique n’est ni 8 ni 9.
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3. La figure équilibrée ci-contre est constituée de 6 points et 4
droites. Les entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6, affectés aux sommets dans
un certain ordre, sont notés a, b, c, d, e, f sur la figure.

Démontrer que si la figure est magique, de constante
magique K, alors 4 x K =42,

Peut-on trouver une numérotation magique de
cette figure ?

Si oui, la donner ; si non, expliquer pourquoi.

4. La figure équilibrée ci-contre est constitu¢ de 6 points et 3
droites. Les entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6, affectés aux sommets dans
un certain ordre, sont notés a nouveau a, b, c, d, e, f sur la

figure.
a.
b.

5. La figure équilibrée ci-contre est constituée de 9

Démontrer que a + ¢ + e est compris entre 6 et 15.
Démontrer que si la numérotation de cette figure est
magique, de constante K, alorsa +c +e=3(K—-7).
Déterminer la(les) constante(s) magique(s) pour cette
figure.

points et 10 droites.

Cette

figure admet-elle une numérotation

magique ?

EXERCICE NATIONAL 2 : LE PLUS COURT POSSIBLE
Quatre villes — Alencon, Bélangon, Célangon et Délangon — sont situées aux quatre sommets d’un carré dont le coté
mesure 100 km. La Direction Départementale de I’Equipement souhaite les relier les unes aux autres par le réseau routier
le plus court possible.

Partie A
« On pourrait construire des routes allant d’Alengon a Bélangon, puis Célangon, puis Délangon » dit 1’assistant n°1.

« Ou alors, on pourrait construire deux routes diagonales : une d’Alencon a Célancon et I’autre de Délancon a Bélangon »
propose 1’assistant n°2.
« Et pourquoi pas, construire une route semi-circulaire complétée par deux segments ? » propose 1’assistant n°3.

A B A B
D c D Cc
fig. 1 fig. 2
Assistant n°1 Assistant n°2

Assistant n°3
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Quel assistant propose le réseau routier le plus court ?
2. Un mathématicien qui €tait présent propose une autre solution :

« On pourrait relier Alengon et Délangon par un triangle isocele (triangle 2
AED de la fig. 4), puis Bélancon et Célangon par un triangle isocéle de méme

forme (triangle BFC) et relier les deux sommets E et F comme le suggere la

figure ci-contre » :

E F

Si EF = 20 km, le réseau routier envisagé sur la figure 4 est-il plus court que

ceux proposés par les assistants ? D c

fig. 4

Partie B
Dans cette partie, on souhaite prouver que le réseau routier le plus court est effectivement du modéle proposé par le
mathématicien. On cherchera par la suite la longueur EF qui réalise ce plus court chemin.

Rappels de géométrie :
Si A, B, C sont trois points du plan, en notant AB la distance entre A et B :
on a toujours AB+BC>AC ;

onalégalitt AB+BC=AC i, et seulement si, B appartient au segment [AC].

On admettra aussi que si on trace une courbe quelconque entre A et B, la longueur de la courbe est toujours
supérieure ou egale a la longueur du segment [AB] (le plus court chemin étant la ligne droite).

1. Revenons a notre réseau routier.
On admettra qu'on peut sans restreindre la généralité supposer que le réseau solution est formé de deux courbes
joignant les sommets opposés (A et C d’une part, B et C d’autre part), et que ces courbes sont a l'intérieur du carré
de 100km de coté, comme dans le dessin ci-dessous :

On considére un réseau formé de deux courbes comme sur la figure 5.

En parcourant la route entre Alengon et Célangon en partant d’Alengon, on appelle E, le premier point d’intersection
rencontré et F, le dernier point d’intersection rencontré (ces deux points pouvant étre confondus). (fig. 5).

Montrer qu’alors la longueur du réseau de la fig. 5 est supérieure ou égale a celle du réseau suivant, constitué de

segments (fig. 6).
B
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On consideére les droites Ag et A, paralléles a (AD) passant par E, et Fy (voir figure 7 ci-dessous).

D

fig. 7
a. Déterminer le point E de A tel que la somme des distances DE + EA soit minimale.

On appelle F le point trouvé en faisant le méme raisonnement pour F.
a. Montrer que EF < E F,.
b.Déduire de ce qui précéde que le réseau recherché est nécessairement de la forme suivante ou E et F sont sur la
médiatrice du segment [AD] (fig. 8).

B

On admettra que dans le réseau recherché, les points E et F doivent étre de part et d’autre de la médiatrice de [AB].
a. Justifier que le réseau recherché doit étre symétrique par rapport a la médiatrice de [AB].
b.D’apres ce qui précede, le réseau recherché a donc la méme forme que celui que proposait le mathématicien
(fig. 4).
Pouvez-vous ’aider a déterminer la longueur EF pour laquelle ce type de réseau routier sera le plus
court possible ?
c. Quelle est alors la valeur de I’angle DEA ?
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EXERCICE ACADEMIQUE 3 : LES NOMBRES OLYMPIQUES  (pour les candidats de toutes les sections)

Quelques rappels utiles :

Un nombre entier naturel est pair s'il est divisible par deux ; dans le cas contraire il est impair.
Le nombre 0 est pair.
L'écriture usuelle des nombres est appelée écriture décimale :

par exemple 428 =4x10"+2X10+8

et plus généralement l'écriture N=c,c,_,...c,c,C, signifie N=c,x10"+c, x10" " +..+c,x10%+c,X10 +¢,
..C, €y et ¢, sontles chiffres de l'entier naturel N

On ne tient pas compte des zéros inutiles (00043 = 43)

c ,C

n?>~n—1-"

Un entier naturel non nul N est olympique si son écriture décimale vérifie les conditions suivantes :
- Si deux chiffres consécutifs de I'écriture décimale de N sont pairs, alors ils sont égaux.
- Si deux chiffres consécutifs sont tousles deux impairs, alors ils sont différents.

Exemples :

1,2, 3 4,5,6, 7, 8 et 9sont olympiques car ils n'ont qu'un chiffre, ils n'ont donc aucune condition a satisfaire.
12345, 3157 et 2251300 sont olympiques

3112, 21664 et 551429 ne sont pas olympiques.

1 — Déterminer le plus petit entier naturel impair qui n'est pas olympique.
2 — Déterminer le plus petit entier naturel pair non nul qui n'est pas olympique.
3 — Combien il y a-t-il de nombres olympiques a deux chiffres ?

Notons P, le nombre de nombres olympiques pairs a n chiffres et notons /, le nombre de nombres

n

olympiques impairs.

4 — Déterminer P, et [,
5 —Déterminer P, et I,
6 — Combien il y a-t-il de nombres olympiques a quatre chiffres ?

EXERCICE ACADEMIQUE 4 : LES DOMINOS (pour les candidats des sections autres que S et STI)

Si a et b sont deux entiers naturels non nuls, on appelle domino de taille @Xb un rectangle dont les longueurs des cotés
sont a et b .

Une grille carrée de c6té 1 est un quadrillage dont les n’> cases sont des carrés de coté 1.

On dira qu'une grille carrée contient & dominos de taille @ Xb si on peut placer sans chevauchement ni dépassement &
dominos de taille @Xb sur cette grille (les sommets des dominos devant étre placés sur les sommets des cases).

1. Dans cette partie, on utilise exclusivement des dominos de taille 1X2 .
a) Combien de dominos (au maximum), la grille carrée de c6té 3 peut-clle contenir ?
b) Existe-t-il une grille carrée qui peut contenir un nombre impair de dominos mais pas un de plus ?

2. Dans cette partie, on utilise exclusivement des dominos de taille 3X4
a) Quelle est la plus petite grille carrée qui peut contenir au moins 21 dominos ?
b) Cette grille peut-elle contenir 22 dominos ?

3. Dans cette partie, on utilise exclusivement des dominos de taille 16X 21 .

a) Montrer que la grille carrée de coté 58 peut contenir 9 dominos.
b) Cette grille peut-elle contenir 10 dominos ?
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EXERCICE académique 5 : Les portes basculantes (pour les candidats des sections S et STI)

Les garages des immeubles récents sont équipés de portes basculantes qui permettent I’entrée dans les parties communes ainsi
que dans les parties privées.
(O,U,V) est un repére orthonormal.

Partie A : Accés aux parties communes
Les portes permettant I’accés aux parties communes sont en général congues de telle sorte qu’elles ne débordent pas sur la voie
publique.
La porte étudiée a une hauteur de 2m. Sa partie supérieure peut
étre assimilée a un point mobile M se déplacant sur le segment
[AB], sa partie inférieure a un point mobile N situé sur le
segment [AO].
1) Montrer que lorsque M décrit [AB], le milieu I de [MN]
décrit un arc de cercle que 1’on précisera.
2) On note x 1’abscisse de M dans le repere (O,U,V). Exprimer
I’ordonnée y de N en fonction de x.
3) a) Calculer en fonction de x les coordonnées du milieu J de
[NI].

b) Tracer dans un repére orthonormal, avec soin, la courbe
décrite par le point J lorsque M décrit [AB].
4) Dans cette question une réponse précise et argumentée est
attendue. La porte est fermée. Une camionnette de hauteur 1,5
m souhaite sortir. Elle s’est arrétée a 0,9 m de la porte. Celle-ci
pourra-t-elle s’ouvrir ?

Intérieur

e

b o— — —
(o}
[=

Partie B : Accés aux garages privés
Les garages privés sont en général de taille limitée. La porte basculante est donc congue de telle sorte qu’elle s’ouvre sur
I’extérieur du garage.
La hauteur de la porte est encore de 2m et le point M se
déplace sur le segment [AB].
Un bras rigide [PC] de longueur 0,8 m est ancré au mur au
point P situé a 1,2 m du sol. La porte est fixée a ce bras en
C situé a 1,6 m de M. Le point N matérialise 1’extrémité de
la porte.
1) Construire la figure correspondante en indiquant la
position de la porte lorsque :

a) M est au milieu de [AB],

b) M est en B.
2) La porte du garage est fermée. Jean prétend qu’il n’y a
aucun risque a laisser un véhicule a I’extérieur stationné a
1,2 m de la porte. A-t-il raison ?
3) La porte peut-elle s’ouvrir lorsqu’un objet de hauteur 0,6
m est déposé a I’extérieur du garage a 1 m de la porte ?

B

Intérieur
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