Olympiades académiques 2006 - Grenoble

Propositions de solutions

Exercice 1 : L.a « spirale »

Commencons par des considérations générales.

y= - y=X
-n -n+1 n
An -n
-n-1
An+1
y=x-1

Notons que la spirale est une réunion de segments dont les sommets sont situés sur trois
droites D, , D, et D, dont les équations sont simples a trouver, a savoir dans |’ ordre ou

dlesont aintervenir . y =x -1 (D,), y =—x (D,) & y =x (D,) .

Notons 4, lepointde D, dordonnée —n : il apour coordonnées: (-n +1,-n).
B, lepointde D, d ordonnée —n : il apour coordonnées: (n,—n).
C, lepointde D, dordonnée » : il apour coordonnées:  (n,n).
D, lepointde D, dordonnée n : il apour coordonnées: (-n,n).

Laspiralen est adorsrien d’ autre que laréunion pour n € N* des segments
_anlAn:I’l-Aan-l’ [B;1Cn] et [CnDn]
delongueursrespectives 2n -1, 2n -1, 2n € 2n.

Le point O peut étre considéré commele point D .



On conjecture facilement que les points 4, et C, ont sont telsque:

1(4,)=(2n -1 e [(C,)=(2n)

Démontrons-le:

1(4,)=04, +AB, +BC,+CD, +DA, +..+B _C  +C D  +D A,
=1+1+2+2+3+...+(2n - 2)+(2n 2)+(2n -1)
=2.(1+2+3+...+(2n -2)) + (20 - 1))

(2n —2)(2n -1)
2
= (21 -1)((20 -2 +1) = (21 - 1Y

et [(C,)=1(4,)+A4,B, +B,C, =(2n -1 +(2n =1)+2n =dn® = (2 )’

= 2. +(2n -1)) = (21 -2)(2n -1) + (21 - 1)

1. Il existe deux points 4 de |’ axe des abscissestelsque O4 =5, I’'un d'abscisse 5,
I'autre d’ abscisse -5.
1'% cas: 4(5,0)

Ce point est sur lesegment B.C, | ;
eneffetona B (5-5) et C, (55) avec AC, =5.

Ainsi 1(4)=1(C,)-5=10" —5=[95]

2™ cas: A'(-5,0)

Ce point est sur lesegment D4, | (D4 (-55), 4,(-5-6) ;) avec 4’4, = 6.

Ainsi [(4') =1(4,)-6=11>- 6 =[115]

2. B (2005,2006) est sur le segment C2006 oos |
eneffetona C,  (2006,2006) et D, (—2006,2006) avec C, B =1.

2006
Ainsi [(B)=1(C ) +1= 4012 +1=[16 096 145]
3. On chercheici lepoint Ctel que /(C) = 2006.
Or, la suite des nombres
0)=0,1(4,)=1,1(C,)=4,1(4,)=9.,/(C,) =16,...,
L (4,) =@ =17 1(C,) = (2n)

est la suite des carrés des entiers naturels (ou « carrés parfaits »).
Il suffit donc d’ abord d’ encadrer 2006 par deux carrés parfaits successifs:

1(C,,)= 44" = 1936 < 2006 < 2025 = 45" = [ (4,,).
Deplus C. D, =44 donc

22722

1(D,,) =1936 + 44 = 1980 < 2006 < 2025 = 45° =1(4,, )
donc C e D,A,,|.

X =-22=x_ =X

c D 4
E f :2 _1 :2 22 23
nfin : 2006 — 1980 = 26 donc {yc =x, —~26=22-26=-4

Donc C apour coordonnées |(—22 —4)

4. Soit D (p,q) un point a coordonnées entieres.
Eliminons immédiatement lecasou p =g = O auquel cas D =0 .
Notons n = max (|p|, ).



Sin =|p||lalors |, n donc — , @, n e pei-nn}.

Sip=nadors D(nq) avec -n, g, n estsurlesegment [B,C, |

xB” - D - n - xC”
car _ _
yB =N ” yD ” yc =n

S p=-n dorsD(-n,q) avec —n , g, n estsurlesegment I:DHA;1+1:|

{ X =X =-n=x

An+1 D D”
car

=n-1<-n =n
yAM ” yD ” yD”

Si 1 = Jpl|dlors Jp| < ly| = max (ip|.yl) =n -
par suite |p|<n donc -n <@ <n etgef{-n,n}.
Sig=nadors D(pn) avec -n <g <n estsurlesegment [C,D, ]
X, =Th<x,=Ep<n=x.
car
yD” :yD =n :ycn

Sig=-ndorsD(p,—n) avec —-n <@ < n estsurlesegment [4,B, ]
X, =-n +1, x,=p<n =X,
Car n
yA” :yD :—n :yB”
Ains danstous les cas D est sur un des segments qui constituent la spirale.

Exercice 2 : les cylindres en papier

Commencons par des considérations générales qui serviront tout au long de I’ exercice.

Pour un cylindre dont la hauteur est #, le rayon de base R et la surface de base B, laformule

donnant levolumeest: V =B xh =nR%.
Pour un cercle derayon R, laformule donnant le périmétreest p = 2zR .

Si le cylindre est formé a partir d’ un rectangle ou d’ un parallélogramme de base a qu’ on
enroulera et de hauteur » qui seraaussi la hauteur du cylindre, on aura:

2
a=27R dol R =1 puisVzn(i)b soit [ = —a’b|.

1. Prenonsunefeuille de papier de 21 cmdelarge (/ =21) et 29,7 cmdelong (L = 29,7)

1

2 4

Notonsa =21=/ et b=297=L.
Selon lafagon dont on roule lafeuille pour obtenir un cylindre, le volume sera :

Ains

1 1
v, = 4—L21 ou ,= 4—12L
T 7T

v
V—lzéetcommeL #[,il endecoulequeV, =V,
2

Remarquons qu’ il n’est pas nécessaire d' effectuer des calculs pour conclure.

2. Dans unefeuille de papier de format A4, on enléve deux triangles de mémes dimensions
selon lafigure donnée dans I’ énoncé. Selon lafagon dont on roule lafeuille on obtient

deux cylindres de tailles différentes.

Pour le cylindre n°1, on a avec les notations précédentes:

1
a=297-x=L-x e b=21=] dol V1=4—(L—x)21.
7T




Pour le cylindre n°2, on doit d§acalculer lesvaleursde a et b.
A D

B C
Or (cf figure) :
a =AC sobtient en utilisant le théoréme de Pythagore dans le triangle ABC.

Ilvient AC2=A4AB?+BC?=1?+x? doll a =4AC =~ +x?.

Pour calculer b = DE = h, remarquons que lestriangles ABC et DEA sont semblables.

IIvient:E:A—B soit b = ! d'ou b:Z(L —x)
AD AC L-x P +x2 1?+x?
On adlors:
2 - ) 1
14 :L(\/lz+x2) L -x) soit |V, = —I(L —x)NIP? +x?%|.
Yo4n NI+ x? i
Par suite :

v, =V, < ) B SN
dr 47

o (L-x)=vP+x* ensmplifiant par 4i(L _x)l
T

& (L -x) =1% +x2
& LP+x?-2x =1 +x°
& LP-2Lx =P
L -
~ 2

Numériguement on obtient L =29,7 et/ =21: [x ; 7.426|

soit x ; %z 7.425 .

< K

Autrement dit il suffit de choisir pour x a peu prés le quart de lalongueur de lafeuille.
, , 1 .
Le résultat peut sembler éonnant. Ce 2 est-il un hasard ?

Démystifions...
Enfait, leformat 21x 29,7 aété choisi de maniére & ce qu’ on puisse réduire deux
feuilles de papier A4 en une seule.

Cedi est possible s %:LI— soit I = IN2.

mais 29 n’est qu’ une valeur approchée (certes trés bonne) de 21+/2.

Si leformat A4 éait non 21x 29.7 mais 21 x 212 (peut-étre I’ est-il, il faudrait
demander aux papetiers...) , I’exercice donnerait pur résultat :



Exercice 3

Il suffit de calculer la somme des parties entieres de pour nvariant de 1 a 6.

7

On obtient k=998 (k=13 dans la premiere question).

Exercice 4 : les deux hélices

On montre que les droites restent perpendiculaires, lelieu de H est donc est le cercle de
diamétre [4B]).

Par ailleurs, B; et de 4, décrivent des cercles de centre 4 et B.

Dire que les deux segments se touchent, ¢’ est dire que H peut se trouver a une distance de A
inférieure ou égale 20,35 et a une distance de B inférieure ou égale a 0,35, ce qui revient a
dire que H peut setrouver al’intérieur des deux cercles de centres respectifs 4 et B et de
rayon 0,35.

Il reste djustifier queles points d’intersection L et L’ de ces deux cercles sont des points
intérieurs au cercle de diametre [ 4B] pour conclure que ce n’ est pas possible.

Les deux segments peuvent donc pivoter librement (lalongueur « limite » est ici 1042 ).



