Fiche éleve v2

Dichotomie : Résolution approchée d’'une équation du type f(x)=k
Cas d’une fonction croissante - cas d’une fonction quelconque

Probleme: une entreprise va fabriquer des millions de briques de jus fruits en carton.
Elles doivent se présenter sous forme de pavés droits a base carrée, et de hauteur égale a trois fois le coté de
la base.

Le volume désiré est 2 litres.
L’objectif est de déterminer les dimensions de ces briques au dixieme de millimétre pres pour le réglage des
machines de fabrication.

Prérequis : amplitude et centre d’un intervalle, signe d’un produit, notions de logique, notions de base d’algorithmique

Vérification des prérequis :

1. Donner l'amplitude de l'intervalle [5;9] :.vceinene , puis donner son centre : ..............
Méme question avec l'intervalle : [ 1,724 ; 1,865 ]. amplitude .......... , centre: ...
2.  Nombres ayant des signes différents :
deux réels non nuls a et b ont des signes différents si et seulement si a X b......... 0
3. Notions de logique : x ety désignant des nombres réels, la négation (ou contraire) de x > 3 est.....ccu...e. ;

Lanégationde x # 1 et x #3 €St wvvvvvevvcecceveeeeen,
La négationde x <2 ou y=3 est
4. Autres prérequis nécessaires (non testés ici) : notions de base d’algorithmique, sens de variation d’une fonction .

PARTIE A : étude du probléme.

On note X le c6té du carré de base, exprimé en dm :

1. Calculer le volume de la boite en fonction de X, on le notera f(x) : 100 I

Pour trouver les dimensions des briques, il faut résoudre I'équation
f(x) = 2, ol X est un réel positif.

On peut démontrer que cette équation a une seule solution que I'on
notera a. a n’est pas un nombre entier, ni méme une fraction, on va se
contenter de trouver une valeur approchée de la solution, respectant la
précision désirée.

Résultats admis : f est une fonction croissante sur [0; +oo[, de plus, on peut
tracer sa représentation graphique sans lever le crayon.

2. Calculer f(1): f@)=

3. «a est-il plus grand ou plus petit que 1 ? (rappel : I'unité est le dm)

4. Alaide du graphique, donner un encadrement de a d’amplitude 0,1 :
AE [ v ]




PARTIE B : Un premier algorithme de dichotomie

On va encadrer le nombre a dans des intervalles de plus en en plus précis, en les recoupant a chaque fois en deux, d’ou le nom
de dichotomie.

» Audépart, a est dans l'intervalle [a; b], aveca=0etb=1.

1. Lecentredelintervalle [a;b]est : m=......... = (réponse en fonction de a et b, puis réponse décimale)
f(m) =, ,fla) =
a est plus ....ccevererennnen. que m (compléter avec « petit » ou « grand », utiliser la croissance de fsur [0; 4+oo]).

On peut donc donner un encadrement plus précis de @ en remplagant 'un des nombresaoub par m, lequel ? ...........

2. Onrecommence plusieurs fois le méme procédé pour obtenir des encadrements de plus en plus précis de a,
Compléter le tableau suivant :
= Rappels : f est une fonction croissante sur [0; +oo[, f(a) = 2
= rentrer [’expression de f{x) dans la mémoire Y;de la calculatrice, utiliser la TABLE pour les calculs

Une valeur
> Pour Ie_s.caICUIS de f.(m)‘ approchée ) Amplitude
on peut utiliser la fonction. Donner la de f(m) peut Compléter Compléter avec Nouvel intervalle de
Jable de la calculatrice Ziﬁ:g de m | Suffire pour a;/e%u S aou b de recherche : I’intervalle
comparer a :
f(a)
Etapel |a=0  b=1 m=0,5 f(m)=0,375 m<a |doncieremplace | o5 0,5
a parm
Etape2 |a=05 b=1 m=075 | f(m)~1,27 m< « d°”; ;fr;emp'ace a€ [0,75;1] 0,25
Etape3 |a= ... b=... m=........ f(m) =....... m...a donc je remplace oS [P [ I
... parm
Etaped | a= ... b=.... m=...... fm)=........ m... « donc je remplace AE [ | e
.. parm

L'intervalle obtenu apres la quatrieme étape n’est pas encore assez précis, puisque son amplitude est supérieure a
0,001 (0,001 est la précision visée dans I’énoncé du probleme). Il est temps d’automatiser les calculs a I'aide d’un
programme, pour cela, compléter d’abord I'algorithme :

Premier algorithme de résolution de I'équation f(x) = k
f est une fonction croissante sur [a ; b] telle que cette équation posséde une solution sur [a ; b]. On cherche un
intervalle contenant la solution, I'intervalle ayant une amplitude inférieure ou égale a p.

Traduction dans Algorithme n°1 Traduction sur calculatrice
Un langage de programmation pour une fonction croissante Programme : DICHOTO1
Entrées
f, k, a, b, il en manque une, trouvez-la !
Traitement

tantqueb-a .... p
Compléter avec < ou >

m prend la valeur .............
si f(m)< k
alors

prend la valeur m
Sinon

prend la valeur m
fin du si
fin du tant que
Sorties

Afficher a, b




Utiliser le programme pour répondre au probléeme : o€ [ vt v} vee ver et ]
Comment peut-on vérifier 1a plausibilité des réSUITats ? . ...ttt er et eaaes
Phrase de conclusion pour répondre au probléme :

Test du premier algorithme
a. Tester le programme pour la résolution des équations suivantes :
Dans chaque cas, on donnera une valeur approchée a 107° de la solution grace au programme

. . . L d 3
Equation a résoudre dans Solution exacte Je prends € proglrg,ngrﬁésonne @
x2=2 [0; +oo]. a= .. et b=..
9x?% = [—o0; 0] a= .. et b=..

a= et b=..

b. Compléter la derniere ligne du tableau en choisissant une équation qui teste un cas particulier de I'algorithme :

le cas ou la solution de I'’équation correspond a une valeur prise par m au cours de I'exécution.

PARTIE C : Un deuxieme algorithme, général

On cherche maintenant un algorithme qui permet de traiter les fonctions qui ne sont pas forcément croissantes.

Premiére étape : on transforme I'équation, pour exploiter des études de signes :
a. Compléter : pour tout € [a; b], f(x) =k équivauta .....ceovevvenennnn. =0

Dans toute la suite, quitte a changer de fonction, on supposera que k = 0

b. On suppose que la courbe de f peut étre tracée sans lever le crayon. Pour que I'équation f(x) =0
ait au moins une solution dans l'intervalle [a; b], il suffit que :

Of (a) et f(b) soient de méme signes @ f(a) et f(b) soient de signes contraires
©) f(a) ou f(b) soient nuls rayez la ou les réponses fausses
f(a) et f(b) sont de signes contraires

c. Compléter: si et seulement si

fla) x f(b) ...0

On a vu dans la partie précédente que dans certains cas la solution cherchée correspondait a une valeur de m calculée

pendant I'exécution de I'algorithme. Si ce cas se produit : il suffit d’arréter la recherche !

Compléter I'algorithme :
@aveck <» oU« >»

@ avec « ou » OU « et » @ avec « = » 0U « # »

Traduction dans
Un langage de programmation

Traduction sur calculatrice

Algorithme n°2 (définitif, a conserver) Programme : DICHOTOM

Entrées
f,a, b, p
Traitement
tantqueb-ao...p o.. f(M)oe.. 0
m prend la valeur .............
si fla)xf(..)<0
alors
b prend lavaleurm
Sinon
prend la valeur m
fin du si
fin du tant que
Sorties
Sif(m)o.. 0
Alors
Afficher (« valeur exacte : » , m)
Sinon
Afficher (« encadrement », a, b)
FinSi




PARTIE D : Approfondissement : Simplification de I'algorithme 2

Dans I'algorithme suivant, on ne prend plus en compte le cas ou a peut étre une valeur de prise par m en cours
d’exécution, et 'onaremplacé < par <:

Traduction dans . o Traduction sur calculatrice
. Algorithme n°3
Un langage de programmation Programme : DICHOTO2
Entrées
f,a, b, p
Traitement

tantqueb-a ... p
Compléter avec < ou >
m prend la valeur .............
si fla)x f(..)<0
alors
b prendlavaleurm
Sinon
prend la valeur m
fin dusi
fin du tant que
Sorties
Afficher a, b

c. Tester le programme avec les trois équations du tableau B.3.a. On constate une anomalie (un bug ) dans une
des applications de I'algorithme, avec quelle équation ? ... eieveieieinece e

d. Quelle est la négation de la condition: f(a) X f( ) < 0 donnée dans 'algorithme ci-dessus ?

e. Dansle cas ol m prend la valeur d’'une solution de I’équation : quelle est la valeur suivante prise para? .....
Puisparm? ..., puispara?...
Cette solution appartient-elle au nouvel intervalle [a;b] obtenu ?

Conclusion : cet algorithme ne fonctionne pas correctement dans le cas particulier ol une solution de
I’équation est obtenue comme valeur de m en cours d’exécution de |'algorithme. La prise en compte du cas ou
o est une valeur de prise par m en cours d’exécution est donc indispensable.



